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Wzory i twierdzenia 

Wzor calkowy Cauchy'ego: Zalozmy, ze U jest zbiorem otwartym zawartym w C oraz / : U — >• C jest 
funkcja^ holomorficzna^ a kolo D — {z : \z — zq\ < r} zawiera sie_ w U. Niech 7 be/lzie okrejpem tworzacym 
brzeg D. Wowczas dla kazdego a nalezacego do wn^trza D zachodzi: 

/(«) = ^[^dz 

gdzie krzywa 7 jest zorientowana dodatnio wzgl^dem swego wn^trza (obiega je w kierunku przeciwnym 
do ruchu wskazowek zegara, idac po krzywej zgodnie z jej orientacja^ jej wne_trze mamy zawsze po naszej 
lewej stronie). 

Uogolnienia: 



N 



Niech (3 b^dzie dowolna^ krzywa^ w U (lub nawet dowolnym cyklem w U) , zorientowana^ dodatnio wzgledem 
swego wne_trza. 

_L f /( z ) dz = f /( a )> § d y a lei y we wne_trzu /3 

2iri J p z — a 1 0 gdy a lezy w dopelnieniu domkni^cia wne_trza /3 

1 f f(z) I f( k \a), gdy a lezy we wn^trzu p 

' ' -dz = 



2iri Jp (z — a) k+1 1 0 gdy a lezy w dopelnieniu domkni^cia wn^trza P 

Twierdzenie o residuach: 

Niech U b^dzie obszarem jednospojnym na plaszczyznie zespolonej C, a ponadto a\,...,a n € U oraz 

f:U\{ ai ,...,a n }^C 
b^dzie funkcja^ holomorficzn^ (t.j. w punktach aj posiada ona osobliwosci izolowane). 

Jezeli 7 jest zamknie^tq, krzywa^ prostowalna^ (np. kawalkami klasy C 1 i o skohczonej dlugosci) zawarta^ w 
U\{a 1 ,...,a n }, to 



f(z) dz = 2iri ^ Ind (7, a k) Res(/, a k ). 
k=i 



Jesli 7 jest krzywa^ Jordana (ci^glym obrazem odcinka jednostkowego takim, ze obraz jego poczatku 
pokrywa sie^ z obrazem jego kohca i ponadto bez samoprzeciex) i wszystkie punkty a k leza^ w jej wnejrzu, 
to Ind(7, afe) = 1 wie_c 



f(z) dz = 2iri ^2 Res(/, a k ). 
k=i 



Powyzej, Ind(7, a k ) to indeks punktu a k wzgledem krzywej 7. Indeks krzywej zamknietej (lub cyklu) 
wzgledem punktu definiuje sie^ formalnie nastejmjaco: 



1 



(a) Ind(7, a k ) = -2 



(b) Ind( 7 ,a fe ) = -1 



(c) Ind(7,a fc ) = 0 




(d) Ind( 7 , a k ) = 1 (e) Ind( 7 , a k ) = 2 (f) Ind( 7 , a k ) = 3 

Rysunek 1: indeksy roznych krzywych 



1 f dz 

Ind(7,a fc ) := — / e Z, 

2ni J 7 z - a k 

natomiast nieformalnie jest to liczba „pelnych" obrotow w „dodatnim kierunku" jakie dokonujemy wokol 
punktu idac po krzywej w „dodatnim kierunku" minus liczba „pelnych" obrotow w „ujemnym kierunku" 
jakie dokonujemy wokol punktu idac po krzywej w „dodatnim kierunku" 

Uwaga: wszystkie calki ponizej sa, po krzywych zorientowanych „dodatnio" tj. w kierunku przeciwnym do 
ruchu wskazowek zegara 



1. Obliczyc calke^ 

J\z+t\=3 z + l 

2. Obliczyc calkej 

3. Obliczyc calk§ 
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4. Obliczyc calke^ 

cos(z) 



|2|=4 Z 2 - 7T 2 



dz. 



5. Obliczyc calk§ 

4+11=1 (l + 2)(^-l) 3 



'|z+i|= 

6. Obliczyc calke^ 

7| e -i|=i K z - H 

7. Obliczyc indeks ponizszej krzywej wzgl^dem zaznaczonego punktu: 



8. Obliczyc indeksy szczegolnej krzywej Lissajou M3t-> sin (5t + f ) +i sin(4t) wzgle_dem dowolnego punktu 
z jej dopelnienia w C. Dla ulatwienia jej wykres podany jest ponizej. 




Rysunek 2: R 3 t ->• sin (5t + § ) + i sin(5i) 

9. Obliczyc calke; po krzywej 7, gdzie 7 jest okr^giem jednostkowym zorientowanym dodatnio 

( a ) I j ^zrpjsdz, 

(b) f ^i-r - J-dz, 

V / J 7 e s — 1 sin 2 ' 
( C ) J 7 tg7Tzdz, 

(d) J^d*, 

(e) f 5— dz. 

V J J -y 1_ COS 2 
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